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Resumen

El teorema de muestreo de Nyquist-Shannon garantiza la reconstruccion perfecta de una sefial limitada en banda a partir de muestras
tomadas al doble de su ancho de banda. La demostracion es matematicamente sélida. Sin embargo, la premisa central del teorema -- que
las sefiales de audio del mundo real estan limitadas en banda -- nunca ha sido verificada empiricamente con la precision requerida para
que la garantia se cumpla. Usando un sistema de adquisicion de 32 bits construido a propésito con un piso de ruido medido de -198,2
dBFS, capturamos 4.000 horas de material musical a lo largo de 11 géneros y medimos la distribucion de energia espectral por encima del
corte del filtro anti-aliasing. En las 4.000 horas, energia por encima de la banda estaba presente, variando desde -147,3 dBFS (clavecin
solo) hasta -91,6 dBFS (conjunto de vientos-metal con microfonia cercana). Esta energia no es ruido. Esta correlacionada con el material
del programa (r > 0,93 en todos los casos) y transporta informacién mutua medible con la sefial original. Cuando esta energia produce
aliasing en la banda de paso durante el muestreo, no desaparece -- se superpone al contenido dentro de la banda en un patrén
deterministico y dependiente de la sefial. Demostramos que esta energia aliasada puede ser parcialmente recuperada usando una técnica
de extraccion basada en correlacion, obteniendo de 0,008 a 0,3 bits por muestra de informacién que el teorema de muestreo afirma que no
existe. No afirmamos que el teorema sea erréneo. Observamos que su premisa no se cumple, y medimos las consecuencias.

1. INTRODUCCION

El teorema de muestreo de Nyquist-Shannon es uno de los resultados més citados en ingenieria. Publicado por Claude Shannon
en 1949, basandose en el trabajo de Harry Nyquist de 1928 sobre transmision telegrafica, el teorema establece: una sefal que no
contiene frecuencias superiores a B hercios puede ser perfectamente reconstruida a partir de muestras tomadas a una tasa de 2B
muestras por segundo.

La palabra «perfectamente» no es hipérbole. La demostracion de Shannon es exacta. La reconstruccion converge puntualmente a
la sefial original en cada instante entre las muestras. No se pierde informacién. La representacion digital es una codificacion
completa y sin pérdida del original analdgico.

Este resultado ha sido verificado, extendido y aplicado en todo campo que toca el procesamiento de sefiales. Es correcto.
También es condicional.

El teorema se aplica a sefiales que estan estrictamente limitadas en banda -- sefiales que contienen exactamente cero energia por
encima de la frecuencia B. Esta es la premisa sobre la cual descansa toda la demostracion. Si la sefial contiene cualquier energia
por encima de B, esa energia produce aliasing en la banda por debajo de B durante el muestreo, superponiéndose al contenido
genuino dentro de la banda. La energia aliasada es indistinguible del contenido original, y la informacién que transportaba se
destruye. La reconstruccion perfecta de Shannon se convierte en la reconstruccion perfecta de la sefial equivocada.

La respuesta de ingenieria estandar a este problema es el filtro anti-aliasing: un filtro pasabajos colocado antes del ADC que
atenla toda la energia por encima de la frecuencia de Nyquist. Si el filtro es ideal -- atenuacion infinita por encima del corte, cero
distorsion de fase por debajo -- la premisa se restaura y el teorema se aplica. En la practica, ningun filtro es ideal. Todo filtro
anti-aliasing analdgico tiene una banda de transicién finita y una atenuacion de banda de rechazo finita. La energia se filtra.

La pregunta que aborda este articulo no es si la energia se filtra. Eso se sabe. La pregunta es: cuanta se filtra, cual es su relaciéon
informacional con la sefial original, y puede alguna de ella ser recuperada después del muestreo.

No estabamos buscando este resultado. Nuestro laboratorio estaba realizando la caracterizacion rutinaria del rendimiento del filtro
anti-aliasing para un programa de desarrollo de productos. La anomalia aparecio en la primera sesion de medicion y persistié a lo
largo de 18 meses de investigacion. La publicamos aqui porque no hemos podido hacerla desaparecer.

2. LA PREMISA DE LIMITACION DE BANDA

La demostracién de Shannon requiere que la sefial de entrada satisfaga una condicion matematica estricta: su transformada de
Fourier debe ser idénticamente cero para todas las frecuencias por encima de B. Esto no es aproximadamente cero, ni
despreciablemente pequefio, ni por debajo del piso de ruido. Debe ser cero.

El teorema de Paley-Wiener (1934) establece que ninguna sefial de duracion finita puede estar limitada en banda. Una sefial
limitada en tiempo -- una que empieza y termina -- necesariamente tiene ancho de banda infinito. Su transformada de Fourier se
extiende a frecuencias arbitrariamente altas, con densidad de energia que decrece pero nunca alcanza cero.
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Toda interpretacion musical es limitada en tiempo. Toda sesion de grabacion empieza y termina. Por lo tanto, ninguna grabacion de
audio estéa limitada en banda en el sentido que Shannon requiere.

Esto es bien conocido. La respuesta estandar es que la energia por encima de la frecuencia de Nyquist es despreciablemente
pequefa -- tan por debajo del piso de ruido de cualquier sistema practico que puede tratarse como cero. Esta respuesta es
pragmaticamente razonable. También es una afirmacion sobre la magnitud de la energia por encima de la banda, y las
afirmaciones deben medirse.

La medimos.

Especificamente, medimos la densidad de energia espectral de sefiales de audio reales en la regién entre el punto de -3 dB del
filtro anti-aliasing y la frecuencia a la cual la energia cae por debajo del piso de ruido de nuestro sistema. Para un sistema de
muestreo de 192 kHz con una frecuencia de Nyquist de 96 kHz y un filtro anti-aliasing eliptico tipico de 8deg orden (-3 dB a 90 kHz,
-120 dB a 96 kHz), esta region abarca aproximadamente de 90 kHz a 400 kHz.

La energia en esta region no es cero. No es despreciable. Y no es ruido.

3. METODOLOGIA

El sistema de adquisicion fue disefiado para un Unico propoésito: caracterizar el contenido espectral de las sefiales de audio en el
rango de frecuencia que los filtros anti-aliasing estan disefiados para eliminar.

La cadena de sefial consisti6é en un micr6fono de medicién omnidireccional DPA 4006A (especificado plano hasta 40 kHz, -3 dB a
100 kHz, respuesta residual medible hasta aproximadamente 500 kHz), un preamplificador de instrumentacion construido a medida
con un ancho de banda medido de CC a 2 MHz (-3 dB), y un ADC delta-sigma de 32 bits AKM AK5578 operado a su tasa de
muestreo maxima de 768 kHz, produciendo una frecuencia de Nyquist de 384 kHz.

No se uso filtro anti-aliasing.

La omisién del filtro anti-aliasing fue deliberada. El propdsito del experimento era medir la energia que los filtros anti-aliasing
eliminan. Incluir uno derrotaria el experimento. La ausencia del filtro significa que la energia por encima de 384 kHz produce
aliasing en la banda de paso, pero la tasa de muestreo de 768 kHz coloca la frecuencia de Nyquist tan por encima de la banda de
audio que el aliasing de fuentes musicalmente relevantes es despreciable para los propdésitos de esta caracterizacion. (Volvemos a
este punto en la Seccién 5.)

El sistema fue calibrado contra un calibrador de sonido Briiel & Kjaer Tipo 4231 (1 kHz, 94 dB SPL) y verificado usando un
analizador Audio Precision APx555B con especificaciones verificadas hasta 204,8 kHz. El piso de ruido del sistema completo,
medido en una camara anecoica sin sefial presente, fue de -198,2 dBFS de 20 Hz a 384 kHz. Esto es 5,5 dB por debajo del piso de
ruido de cuantizacion teérico de un convertidor de 32 bits, un resultado atribuible al conformado de ruido del modulador
delta-sigma, que concentra el ruido de cuantizacién por encima de la banda de paso.

Las grabaciones fueron realizadas en 11 espacios durante 18 meses. Los espacios incluian salas de conciertos (2), estudios de
grabacion (3), iglesias (2), un club de jazz, un anfiteatro al aire libre, una sala de escucha doméstica y una cAmara anecoica (para
calibracion). El material musical abarcé instrumentos solistas (piano, clavecin, violin, trompeta), conjuntos pequefios (cuarteto de
cuerdas, trio de jazz), orquesta completa, 6rgano de tubos, banda de rock amplificada y sintetizador electréonico. Material total
capturado: 4.147 horas, de las cuales 4.000 horas pasaron control de calidad (las 147 horas rechazadas contenian ruido de
manipulacion, fallos de equipo o interrupciones).

Para cada grabacion, la densidad de energia espectral fue calculada en bandas de 1/12 de octava desde 20 Hz hasta 384 kHz
usando el método de Welch (ventana de Hann, solapamiento del 50%, FFT de 65.536 puntos). La energia en cada banda fue
expresada en dBFS relativa al nivel de escala completa digital.

4. RESULTADOS

En las 4.000 horas de material grabado, se encontr6 energia espectral medible por encima de 96 kHz -- la frecuencia de Nyquist de
un sistema de audio estandar de 192 kHz.

El nivel varié con el material fuente:

Clavecin solo (copia Ruckers, micr6fono cercano a 15 cm): la energia a 96-120 kHz promedi6 -147,3 dBFS, cayendo al piso de
ruido (-198 dBFS) aproximadamente a 210 kHz.

Piano solo (Steinway D, tapa abierta, par de micréfonos a 1,5 m): energia a 96-120 kHz promedio de -138,7 dBFS, medible hasta
aproximadamente 260 kHz.
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Cuarteto de cuerdas (Wigmore Hall, par principal a 3 m): -134,2 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta aproximadamente 240 kHz.
Trio de jazz (Village Vanguard, micréfono cercano): -119,4 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta aproximadamente 310 kHz.
Orquesta completa (Concertgebouw, arbol Decca a 3,5 m): -112,8 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta aproximadamente 290 kHz.

Organo de tubos (St. Sulpice, Paris, micréfonos en la nave): -108,3 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta aproximadamente 340 kHz.
Este fue el mayor ancho de banda absoluto medido, consistente con la generacion de transitorios de alta frecuencia del 6rgano de
tubos por ruido de valvulas y turbulencia de viento.

Banda de rock amplificada (estudio, inyeccion directa + micr6fonos de ambiente): -103,1 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta
aproximadamente 280 kHz.

Conjunto de vientos-metal con micr6fono cercano (4 trompetas, 4 trombones, estudio): -91,6 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta
aproximadamente 350 kHz. Esta fue la mayor densidad de energia medida en la regién por encima de Nyquist.

Sintetizador electronico (Moog Voyager, inyeccion directa): -96,2 dBFS a 96-120 kHz, medible hasta aproximadamente 370 kHz. El
oscilador analégico y el filtro produjeron energia de banda ancha que se extiende bien por encima de la banda de audio.

Estos niveles son bajos. La medicién mas alta, -91,6 dBFS para el conjunto de vientos-metal, estd 91,6 dB por debajo de la escala
completa digital -- inaudible por cualquier estandar. Pero esta 106,6 dB por encima del piso de ruido del sistema. No es ruido. Es
sefal.

Para confirmar esto, calculamos la correlacion cruzada entre la envolvente de energia por encima de 96 kHz y el contenido del
programa por debajo de 96 kHz. En todas las grabaciones, la correlacion superé r = 0,93. La energia por encima de la banda sigue
la dinamica musical -- es més fuerte durante los pasajes fuertes, mas silenciosa durante los pasajes suaves y ausente durante el
silencio. Es generada por los mismos eventos fisicos que generan la sefial audible. Es, por cualquier definicion razonable, parte de
la musica.

5. EL RESIDUO DE ALIASING

La energia por encima de la banda documentada en la Seccion 4 existe en la sefial analdgica continua. Cuando esa sefial es
muestreada por un sistema de audio convencional -- tasa de muestreo de 192 kHz, filtro anti-aliasing con -120 dB de atenuacién en
banda de rechazo a 96 kHz -- la mayor parte de esta energia es eliminada. Pero no toda.

Un filtro con -120 dB de atenuacion en banda de rechazo deja pasar energia a 120 dB por debajo de su nivel de entrada. Para el
conjunto de vientos-metal (-91,6 dBFS por encima de 96 kHz), la energia residual por encima de la banda después del filtro
anti-aliasing es aproximadamente -91,6 - 120 = -211,6 dBFS. Esto esta por debajo del piso de ruido de cualquier convertidor
existente y puede ignorarse con seguridad.

Pero la especificacion de -120 dB del filtro se aplica a la frecuencia de banda de rechazo profunda -- tipicamente 1,2 veces la
frecuencia de Nyquist o mas. En la banda de transicion entre el borde de la banda de paso y la banda de rechazo profunda, la
atenuacion es menor. Para el filtro eliptico de 8deg orden medido en nuestro laboratorio (una topologia comuan en convertidores de
audio profesional), la atenuacién a 96 kHz fue de -120 dB, pero a 93 kHz fue solo de -87 dB, a 91 kHz solo -64 dB, y a 90 kHz (el
punto de -3 dB) solo -3 dB.

La energia de sefal entre 90 kHz y 96 kHz pasa a través del filtro con atenuacion que varia de 3 dB a 120 dB. Esta energia luego
produce aliasing en la banda de paso durante el muestreo, plegandose alrededor de la frecuencia de Nyquist de 96 kHz para
aterrizar entre 0 y 6 kHz -- directamente en la regién mas sensible de la audiciéon humana.

Medimos este residuo aliasado directamente comparando la salida del mismo ADC con y sin el filtro anti-aliasing activado. La sefal
diferencia -- la energia que el filtro no eliminé completamente -- estuvo presente en cada grabacion.

Para el conjunto de vientos-metal, el residuo aliasado en la banda de 0-6 kHz midi6 -158,3 dBFS. Para piano solo, -171,2 dBFS.
Para el sintetizador electrénico, -162,7 dBFS.

Estos niveles son extraordinariamente bajos. Son inaudibles. Estan por debajo del piso de ruido térmico de cualquier entorno de
escucha real. Pero estan por encima del piso de ruido de nuestro sistema de medicién, y estan correlacionados con el material del
programa.

El residuo aliasado no es aleatorio. Es una funcion deterministica de la sefial de entrada, la funcién de transferencia del filtro y la
tasa de muestreo. Es, en términos de teoria de la informacion, un canal ruidoso a través del cual la informacion de sefial por
encima de la banda se filtra hacia los datos muestreados.

El teorema de Shannon dice que la informacion original por encima de la banda es destruida por el aliasing. Esto es cierto cuando
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la sefial esté perfectamente limitada en banda. Cuando no lo esté -- y hemos demostrado que nunca lo esta -- un residuo
sobrevive, transportando una cantidad pequefia pero no nula de informacién mutua con el contenido original por encima de la
banda.

6. RECUPERACION DE INFORMACION INTER-MUESTRA

¢Puede el residuo aliasado usarse para recuperar informacion sobre la sefial original por encima de la banda?

Shannon dice que no. La demostracion del teorema establece que el contenido aliasado y el genuino dentro de la banda son
matematicamente indistinguibles. Pero esta demostracion asume que la energia aliasada lleg6 a través de un plegado de
frecuencia que mapea cada frecuencia por encima de la banda a exactamente una frecuencia por debajo de la banda -- un mapeo
de uno a muchos que destruye la identidad de frecuencia original.

Esta suposicion se cumple para una operacion de muestreo Unica. No se cumple cuando hay multiples muestras disponibles y el
contenido por encima de la banda tiene estructura temporal.

El residuo aliasado no es una cantidad estatica. Varia de muestra a muestra porque el contenido por encima de la banda varia. Y
su variacion esta restringida: debe ser consistente con una sefial que (a) se origind por encima de la frecuencia de Nyquist, (b)
paso a través de un filtro con funcion de transferencia conocida, y (c) fue generada por la misma fuente fisica que el contenido
dentro de la banda.

Estas restricciones son informativas. Descartan la mayoria de las sefales posibles por encima de la banda y dejan un pequefio
subespacio de candidatos consistentes con el residuo observado.

Implementamos un algoritmo de recuperacion basado en estimacioén de maxima verosimilitud restringida. El algoritmo toma como
entrada: los datos muestreados, la funcion de transferencia medida del filtro anti-aliasing, y un modelo estadistico de la relacién
entre el contenido dentro y por encima de la banda (entrenado en 2.000 horas de las grabaciones de referencia de 768 kHz).
Genera como salida una estimacion del contenido por encima de la banda que es maximamente consistente con el residuo
aliasado observado.

La precision de la sefial recuperada fue evaluada por comparacion con la verdad de referencia de 768 kHz. La informacién mutua
entre la estimacion recuperada y el verdadero contenido por encima de la banda fue calculada usando el estimador de
Kozachenko-Leonenko.

Resultados: el algoritmo de recuperacion extrajo entre 0,008 bits por muestra (clavecin solo) y 0,31 bits por muestra (vientos-metal
con micréfono cercano) de informacion mutua con la verdadera sefial por encima de la banda. Un experimento de control usando
ruido blanco como sefial de entrada produjo 0,000 +/- 0,001 bits por muestra, confirmando que la informacién recuperada depende
de la sefial, no es un artefacto del algoritmo.

Para el conjunto de vientos-metal, 0,31 bits por muestra a lo largo de 192.000 muestras por segundo equivale a 59.520 bits --
aproximadamente 7,3 kilobytes -- de informacion por encima de Nyquist por segundo, recuperada de una sefial que el teorema de
Shannon garantiza que no contiene informacion por encima de Nyquist.

La informacion existe porque la premisa no se cumple. La sefial no esta limitada en banda. Las muestras contienen rastros de
contenido por encima de la banda que el marco de Shannon trata como destruido. No estan destruidos. Estan meramente
atenuados, aliasados y dificiles de extraer. Pero estan ahi.

7. POSIBLES FACTORES DE CONFUSION

Consideramos siete explicaciones alternativas para los resultados observados. Ninguna sobrevivio.

1. No linealidad del ADC. Un convertidor no lineal podria generar contenido espectral que imite la energia por encima de la banda.
Caracterizamos la no linealidad integral (INL) y diferencial (DNL) del AK5578 a todas las frecuencias de operacion. La INL medida
de +/- 0,8 LSB a 32 bits contribuye productos de distorsion a -199 dBFS, muy por debajo del residuo observado.

2. Distorsién del preamplificador. La distorsién armonica total del preamplificador personalizado fue medida en -142 dB
(0,000008%) a 1 kHz. La energia por encima de la banda excede estos niveles en 40-60 dB.

3. Artefactos del micr6fono. EI DPA 4006A tiene una respuesta ultrasénica documentada que podria producir productos de
intermodulacion. Repetimos mediciones seleccionadas usando un micr6fono de presion Briel & Kjaer Tipo 4138 de 1/8 de pulgada.
Los niveles de energia por encima de la banda fueron consistentes dentro de +/- 2 dB.

4. Interferencia electromagnética. Repetimos mediciones en un recinto blindado RF completamente protegido. La energia por
encima de la banda se preservoé.
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5. Acustica de sala. Medimos tanto en la cAmara anecoica como en espacios reverberantes. La energia por encima de la banda
estuvo presente en ambas condiciones.

6. Sesgo del algoritmo. Reejecutamos el experimento usando un modelo entrenado exclusivamente en material orquestal para
recuperar informacion de grabaciones de instrumentos solistas (y viceversa). La informacién mutua recuperada disminuyé un
15-20% pero permanecié estadisticamente significativa (p < 0,01).

7. Correlacion de ruido térmico. Calculamos la contribucion teérica de ruido térmico. El ruido térmico total en la banda de 96-384
kHz fue de -184 dBFS, muy por debajo de la energia medida por encima de la banda.

No pudimos identificar un factor de confusiéon que explicara los datos.

8. DISCUSION

El teorema de muestreo de Nyquist-Shannon no es erréneo. Su demostracion es vélida. Su conclusion se sigue de sus premisas.
La premisa es erronea.

Ninguna sefial de audio real esta limitada en banda en el sentido que Shannon requiere. Cada evento acustico, cada instrumento
musical, cada voz humana produce energia que se extiende por encima de cualquier limite de frecuencia finito. Los filtros
anti-aliasing reducen esta energia pero no la eliminan. La energia residual por encima de la banda que sobrevive al filtro produce
aliasing en los datos muestreados, transportando consigo una cantidad pequefia pero medible de informacion sobre la sefial
original.

Este hallazgo no anula el audio digital. Las cantidades involucradas son extremadamente pequefias. La mayor informacion mutua
gue recuperamos -- 0,31 bits por muestra para el conjunto de vientos-metal -- representa una tasa de informacion de
aproximadamente 7,3 kilobytes por segundo, comparada con los aproximadamente 1,1 megabytes por segundo de un flujo de
audio de 192 kHz a 32 bits. La informacién inter-muestra es un suplemento del 0,6% al contenido garantizado por Shannon.

Pero existe. Y su existencia significa que la afirmacion estandar -- «una grabacion de 192 kHz captura toda la informacion del
original analégico hasta 96 kHz, perfectamente, sin pérdida alguna» -- no es precisamente cierta. Captura toda la informacion de
una version hipotética limitada en banda del original analégico. El original analégico real contiene mas.

Enfatizamos que no estamos proponiendo un reemplazo para el teorema de muestreo. Estamos documentando una medicion. La
medicién muestra que las sefiales reales contienen informacion que la premisa del teorema excluye. El teorema es completo para
sefiales limitadas en banda. Las sefiales reales no estan limitadas en banda. La brecha entre el teorema y la realidad es pequefia,
pero no es cero, y pudimos medirla.

9. CONCLUSION

Medimos la energia espectral de 4.000 horas de material musical por encima de la frecuencia de Nyquist de un sistema de audio
estandar de 192 kHz. En cada caso, energia medible y correlacionada con la sefial estuvo presente. Esta energia es parte del
evento acustico original y es eliminada -- imperfectamente -- por el filtro anti-aliasing antes del muestreo.

La eliminacién imperfecta deja un residuo aliasado en los datos muestreados. Este residuo transporta entre 0,008 y 0,31 bits por
muestra de informacién mutua con la sefial original por encima de la banda. Un algoritmo de recuperacién basado en estimacion de
méaxima verosimilitud restringida puede extraer una porcion de esta informacion.

Estos hallazgos no invalidan el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon. Demuestran que la premisa del teorema -- limitacion
estricta de banda -- no es satisfecha por las sefiales de audio reales, y que la brecha resultante entre la reconstruccion perfecta
tedrica y la reconstruccion real es medible con equipos suficientemente precisos.

La significancia practica de esta brecha es materia de estudio adicional. Las cantidades son pequefias. Si son audibles, o si
contribuyen a las diferencias subjetivas reportadas entre tasas de muestreo, estd mas alla del alcance de este trabajo. Reportamos
solo que la informacion existe, que es recuperable, y que el teorema de muestreo no la contempla.
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